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Binar-logistische Regressionsanalyse. Grundlagen und Anwendung
fiir Sozialwissenschaftler.

ZUSAMMENFASSUN G: Das Skript beschreibt die Durchfiihrung von binér-
logistischen Regressionsanalysen in den Sozialwissenschaften unter Verwendung des Statistik-
Programmpakets SPSS. Dabei wird erldutert, warum flir bestimmte Untersuchungen und fiir
bestimmte Datenanalysen in der sozialwissenschaftlichen Forschung nicht die klassische OLS-
Regressionsanalyse sondern die logistische Regressionsanalyse (mit Maximum-Likelihood
Schitzverfahren) eingesetzt werden sollte. Es wird gezeigt, nach welcher internen Logik
logistische Regressionsschidtzungen verfahren, in welcher Weise diese Regressionsschitzungen
mit SPSS durchgefiihrt werden koénnen und wie die Ergebnisse von logistischen Regressions-
analysen zu interpretieren sind. Auch werden die hdufigsten Probleme, die bei der Durchfiihrung
von logistischen Regressionsanalysen auftreten konnen, vorgestellt, und es werden Moglichkeiten
zur Identifikation und Beseitigung dieser Probleme aufgezeigt.

Binary logistic regression analysis. Basic principles and application
for social scientists.

A B S TR A CT: This report describes how to conduct binary logistic regression analysis in
social science research utilizing the statistical software package SPSS. It explains why certain
social science problems and certain social science data should be analyzed by logistic regression
(with maximum likelihood estimation techniques) and should not be analyzed by classical OLS-
regression procedures. The report informs about the internal logic of logistic regression
estimation, shows how to handle logistic regression modeling in SPSS, and demonstrates how to
interpret the results of logistic regression estimations. In addition, the paper specifies some of the
most frequent problems when estimating logistic regression models and gives some advice how
to detect und solve these problems.
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1 Einleitung®

Klassische Regressionsschitzungen werden nach der OLS-Methode durchgefiihrt. Denn die
Ordinary-Least-Squares- bzw. die Kleinst-Quadrate-Schitzmethode ist dasjenige Verfahren, mit
dem optimale Schitzwerte flir die Koeffizienten der Regressionsgleichung ermittelt werden konnen.
Die OLS-Schitzung kann optimale Schatzwerte mit BLUE-Eigenschaften errechnen (sog. ,,Best Li-
near Unbiased Estimation®, vgl. dazu Urban/Mayerl 2008), wenn die dafiir geltenden Modellvo-
raussetzungen gegeben sind (z.B. die Abwesenheit von Heteroskedastizitét bzw. von Streuungsun-
gleichheit). In der OLS-Regressionsanalyse sind daher mogliche Verstof3e gegen diese Vorausset-
zungen zu identifizieren und ggfs. MaBnahmen einzuleiten, um einige Modellverstdfe zu beseitigen

bzw. in ihren negativen Konsequenzen abzumildern (vgl. Urban/Mayerl 2008).

Was kann jedoch gemacht werden, wenn in einem Forschungsprojekt aufgrund der empirischen Da-
tenlage von vornherein zu erkennen ist, dass die Voraussetzungen fiir eine BLUE-Schitzung nicht
gegeben sind? Sollte dann dennoch eine OLS- Regressionsanalyse durchgefiihrt werden (vielleicht
mit eingeschriankten Anspriichen an die Qualitdt der zu ermittelnden Schitzwerte)? Nein, das wire
der falsche Weg. So etwas wurde zwar frither in der Forschungspraxis haufiger gemacht (etwa in
Form von bindren Regressionsanalysen mit dichotomen Y-Variablen), ist aber heutzutage nicht
mehr notwendig, weil in fast allen Statistik-Softwarepaketen (so auch in SPSS) zusétzlich zur OLS-
Schétzmethode ein weiteres Schétzverfahren enthalten ist: das sogenannte Maximum-Likelihood-
Schitzverfahren (ML-Schétzung). Mit diesem Verfahren ist es moglich, auch dann qualitativ aus-
reichende Regressionsschdtzungen durchzufiihren, wenn die zu analysierenden Daten den BLUE-
Kiriterien prinzipiell nicht entsprechen kdnnen und deshalb eine OLS-Regressionsschidtzung nicht

sinnvoll ist. Machen wir uns das an einem Beispiel deutlich:

In einer empirischen Studie sollen sozio-6konomische Determinanten der Wahlentscheidung fiir
oder gegen die politische Partei ,,ABC” untersucht werden. So soll z.B. auch die Abhédngigkeit der
Wabhlentscheidung pro oder contra ABC von der Hohe des sozialen Status der Wihler untersucht
werden. Und fiir diese Untersuchung sei eine Regressionsanalyse durchzufiihren. Es ist leicht zu er-
kennen, dass in diesem Falle die abhdngige Variable im Regressionsmodell nur zwei Auspragungen
aufweisen kann: entweder wird die ABC-Partei gewihlt (Y=1), oder sie wird nicht gewahlt (Y=0).
Die Y-Variable wére also binir oder binomial skaliert. Und mit einer bindren abhéngigen Variablen

konnen die wichtigen BLUE-Kriterien nicht erfiillt werden, so dass hier eine OLS-Regressions-

' Aus Griinden der sprachlichen Vereinfachung wird nachfolgend stets die maskuline Begriffsform verwendet. Die
feminine Form gilt dabei als mit eingeschlossen.
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schitzung nicht eingesetzt werden sollte. Denn in diesem Regressionsmodell konnen die Residuen
niemals normalverteilt sein und auch die Streuungsgleichheit (Homoskedastizitdt) der Residuen ist

in diesem Modell niemals zu erreichen.

In der folgenden Abbildung 1 wird verdeutlicht, warum BLUE-Kriterien (z.B. die Residuen-
Normalverteilung und die Residuen-Streuungsgleichheit) bei binomialen abhéngigen Variablen in
der Regressionsschétzung nicht zu erfiillen sind. In der Abbildung symbolisieren grofle Kreise viele
Befragte und kleine Kreise wenig Befragte. Die Befragten geben entweder an, die ABC-Partei ge-
wihlt zu haben, dann befinden sie sich in den oberen Kreisen (bzw. in den Kreisen auf der gestri-
chelten Linie Y=1), oder sie geben an, die ABC-Partei nicht gewidhlt zu haben, dann befinden sie
sich in den unteren Kreisen (bzw. in den Kreisen auf der gestrichelten Linie Y=0). In welchem der
oberen oder unteren Kreise sich ein jeder Befragte befindet, wird durch dessen Zugehorigkeit zu ei-
ner von fiinf Statusgruppen bestimmt (die hier durch Gruppierung der Statuswerte gebildet wurden,
um auf diese Weise die Abbildung zu vereinfachen). Mit den beschriebenen Datenpunkten wird nun
mittels OLS-Schitzung die in der Abbildung eingezeichnete Regressionsgerade ermittelt. Kein Be-
fragter liegt mit seinem Y-Wert auf dieser Regressionsgeraden, deshalb gibt es fiir jeden Befragten
einen Residualwert als Differenz zwischen seiner Kistchenposition und dem dazugehdrigen
Schétzwert (\A() auf der Regressionsgeraden. Dieser ist in der Abbildung als senkrechte Residualli-
nie eingezeichnet. Das Besondere ist nun, dass es fiir alle Mitglieder einer jeden Statusgruppe im-
mer nur einen von zwei Residualwerten gibt, denn entweder liegen sie auf der oberen horizontalen
Linie von Y=I1 oder auf der unteren horizontalen Linie von Y=0. Und da es deshalb bei jedem X-
Wert (bzw. bei jeder Statusgruppe) nur zwei verschiedene Residualwerte gibt, konnen diese auch
nicht normalverteilt sein. Zudem miissen sich die Verteilungsmuster der Residuen zwischen den
Statusgruppen zwangsldufig voneinander unterscheiden und kdnnen niemals identisch sein. Auch
variieren die Residuen in Abhédngigkeit vom Ausmal} der X-Variablen: oberhalb der Regressionsli-
nie verkleinern sie sich mit Anstieg der X-Werte, und unterhalb der Regressionslinie werden sie mit
Anstieg der X-Werte konstant groBBer. Es wird also schon durch einen kurzen Blick auf Abbildung 1
deutlich, dass bei einer Schitzung mit einer binomialen abhingigen Y-Variablen die BLUE-
Kriterien nicht eingehalten werden konnen. Somit macht es auch keinen Sinn, bei einer solchen Y-
Variablen eine Schitzung nach dem OLS-Verfahren durchzufiihren. Stattdessen sollte in diesem
Falle ein Maximum-Likelihood-Schétzverfahren eingesetzt werden. Die Grundprinzipien dieses
Verfahrens werden im nichsten Abschnitt 2 verdeutlicht. Und im Anschluss daran wird gezeigt, wie
das ML-Schétzverfahren zur Analyse bindr-logistischer Regressionsmodelle eingesetzt werden

kann.
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Abbildung 1: Stilisierte lineare Regressionsschitzung mit bindrer Y-Variable

Y (Wahl der
ABC-Partei)

ja: 1,00

nein: 0,00

X (Statusgruppe)

2 Das Maximum-Likelihood Schatzverfahren

Das Maximum-Likelihood-Schitzverfahren ist intuitiv recht einfach zu verstehen, es erfordert
jedoch rechentechnisch einigen Aufwand. Beginnen wir deshalb mit einer leicht fassbaren

Beschreibung der allgemeinen Logik einer ML-Schitzung:

Wenn das ML-Schétzverfahren in der Regressionsanalyse eingesetzt wird, so werden mit dieser
Schitzmethode die optimalen Schitzwerte fiir die a- und B-Parameter einer Regressionsgleichung
gesucht. Dabei gelten als optimale Schitzwerte fiir die a- und B-Parameter diejenigen Werte, mit
denen eine Regressionsgleichung zu konstruieren ist, die fiir bestimmte X-Werte die tatsdchlich
beobachteten Y-Werte einer bestimmten Stichprobe mit hochstmdglicher Wahrscheinlichkeit

ermitteln kann.

Solche Parameter-Schitzwerte lassen sich leider nicht immer aus einem Gleichungssystem eindeu-
tig ableiten. Die Schitzung muss deshalb oftmals iterativ erfolgen, d.h. die Schitzwerte werden mit-
tels ,,trial and error” in mehreren Schritten ermittelt und in jedem Schritt wird versucht, das Ergeb-
nis des vorangegangenen Schrittes zu verbessern.” Erst wenn sich im Laufe eines solchen Prozesses

die Wahrscheinlichkeit fiir eine moglichst exakte Regressionsschitzung der Stichprobenwerte nicht

% Nur in einfachen Modellen kann der ML-Schitzer direkt nach einer Formel berechnet werden (vgl. die nachfolgende
FuBnote). In komplexeren Modellen, wie z.B. bei der in Abschnitt 3 vorgestellten logistischen Regressionsanalyse,
muss das Maximum der Likelihoodfunktion iterativ ermittelt werden (dazu mehr auf den folgenden Seiten).
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mehr steigern ldsst, wird das iterative Vorgehen abgebrochen und es werden diejenigen Parameter-
Schitzwerte, die im letzten Schritt erfolgreich ausprobiert wurden, als optimale Schitzwerte akzep-

tiert.

Im Laufe einer ML-Schitzung werden also bestimmte Parameter-Schiatzwerte ausprobiert und wird
danach geschaut, ob mit diesen Schitzwerten eine Regressionsschiatzung durchzufiihren ist, die mit
hoher Wahrscheinlichkeit fiir bestimmte Werte der X-Pridiktoren die tatsdchlichen Y-Werte einer
Stichprobe ermitteln kann. Natiirlich werden die im ersten Schritt geschétzten Werte noch nicht die
optimale Regressionsschitzung ermoglichen, welche die empirischen Werte mit der maximal er-
reichbaren Wahrscheinlichkeit erbringen kann. Deshalb werden in einem anschlieBenden Schritt die
zuvor ausprobierten Schiatzwerte leicht verdndert und dann tiberpriift, ob mit den neuen Schitzwer-
ten die entsprechende Wahrscheinlichkeit zu steigern ist. Und dieses Vorgehen wird so lange wie-
derholt, bis die Wahrscheinlichkeit fiir eine gelungene Regressionsschitzung mit guten Schétzer-
gebnissen nicht mehr bedeutsam gesteigert werden kann und deshalb die sogenannte ,,Konvergenz”

der Schétzung erreicht wurde.

Die ML-Schitzung sucht also nicht nach Parameter-Schétzwerten, die in einer Regressionsanalyse
die kleinste quadrierte Residuensumme hervorbringen (wie es die OLS-Schétzung tut), sondern sie
wihlt im Zuge einer schrittweisen Anndherung diejenigen Koeffizienten als optimale Schétzwerte
aus, die, unter der Annahme sie wiren identisch mit den wahren Parametern in der Grund-
gesamtheit, die beobachteten Stichprobenwerte mit der groBten Wahrscheinlichkeit hervorbringen

konnen.

Wir wollen die zugrundeliegende Logik eines solchen Maximum-Likelihood-Schétzverfahrens

(ML-Schitzung) an einem einfachen (didaktischen) Beispiel verdeutlichen:

Wenn in einer Stichprobe von insgesamt 10 befragten Personen 4 dieser Befragten angegeben
hitten, bei einer zukiinftigen Bundestagswahl die CDU wihlen zu wollen, konnte die
Forschungsfrage gestellt werden, welcher Prozentwert ,,n* als der wahre Anteilswert aller CDU-
Waibhler in der Grundgesamtheit, also als Parameter der Population, vermutet werden sollte. Denn da
es stets zufdllige Stichprobenschwankungen und Messfehler gibt, muss der erfragte Anteilswert
nicht auch automatisch mit dem wahren Wert identisch sein. Der wahre Wert miisste also ein Wert
sein, der fiir die gesamte Population, fiir welche die Stichprobe repriasentativ gezogen wurde, giiltig

ist.
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In diesem Beispiel konnte in einem ersten Schritt vermutet werden, dass ein Anteilswert von 10%
der gesuchte, wahre Wert ist. Man konnte dann unter Verwendung dieses Wertes die Wahr-
scheinlichkeit fiir das erfragte Stichprobenergebnis aus der theoretischen Binomial-Verteilung (vgl.

Kriz 1983: 90-92) ableiten:
10
(njns(l—n)n_s :(4jx0,14x0,96 ~0,0112 1)
S

Nach Gleichung (1) ergébe sich bei einem als wahr vermuteten Wert von 10% CDU-Wihlern (n =
0,1) das erfragte Ergebnis mit einer Wahrscheinlichkeit von 1,12%. Oder anders: nach Gleichung
(1) wére bei 100 Stichproben aus derselben Grundgesamtheit in nur einer Stichprobe das tatsidchlich

erfragte Ergebnis zu erwarten (wenn der wahre Anteilswert von CDU-Wéhlern bei 10% lége).

Natiirlich wiirde ein Wahrscheinlichkeitswert von 1,12% nicht sehr iiberzeugend fiir einen ge-
schitzten wahren Anteilwert von 10% sprechen. Aber wie oben angesprochen, liee sich der als
wahr vermutete Anteilswert auch schrittweise erhohen. Auf diese Weise konnte ermittelt werden,
welcher vermutete Anteilswert die beobachteten Werte mit der hochsten Wahrscheinlichkeit her-
vorbringt. Die folgende Tabelle 1 zeigt die nach Gleichung (1) berechneten Wahrscheinlichkeiten

fur verschiedene Anteilswerte.

Tabelle 1: Nach Gleichung (1) errechnete Wahrscheinlichkeiten fiir schrittweise erhohte
Schatzwerte des wahren CDU-Anteils

Schitzwert | Wahrscheinlichkeitswert
( Likelihood-Wert: L(x) )

10 % 1,12 %
20 % 8,81 %
30 % 20,01 %
40 % 25,08 %
50 % 20,51 %

60 % 11,15 %
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Wie Tabelle 1 zeigt, hitte sich die Wahrscheinlichkeit, mit der unter 10 befragten Personen 4 CDU-
Wihler anzutreffen sind, von 1,12% auf 8,81% erhoht, wenn als wahrer CDU-Anteil nicht 10%
sondern 20% geschdtzt worden wiren. Und natiirlich zeigt Tabelle 1 auch, dass der beste
Schatzwert fir den wahren CDU-Anteil ein Wert von 40% wire, da sich dann der beobachtete
Waihleranteil mit einer Wahrscheinlichkeit von 25,08% ergibt und dieser Wahrscheinlichkeitswert

nicht mehr zu iiberbieten ist.’

In der Sprache der ML-Schidtzmethode werden die in Tabelle 1 berichteten Wahrscheinlichkeits-
werte als Likelihood-Werte (L) bezeichnet. Der Wert ,,L(n)” ist der Likelihood-Wert fiir die Be-
obachtung bestimmter empirischer Werte unter der Voraussetzung, dass in der Population der Wert
eines bestimmten Parameters (hier: der geschitzte Prozentanteil ,,n”°) gilt. Eine Gleichung wie die
Gleichung (1) wird dementsprechend als ,,Likelihood-Funktion” bezeichnet. Durch sie wird be-
stimmt, in welcher Weise sich der Wert ,,L.” in Abhéngigkeit von einem bestimmten Parameter-
Schitzwert (hier: ,,n”°) verdandert. Der mit der ML-Schitzmethode gesuchte optimale Schiatzwert fiir
einen bestimmten Populationsparameter ist der maximale Likelihood-Schitzwert (maximum likeli-
hood estimator = mle). Das ist derjenige Schitzwert, der die Likelihood-Funktion maximiert. Denn
mit diesem Schitzwert ist die Wahrscheinlichkeit am groften, dass aus einer Population, in der die-
ser Wert als wahrer Wert gilt, auch der beobachtete Stichprobenwert gezogen wiirde. Im oben be-

nutzten Beispiel ist das 1=0,4 mit einer zu erwartenden Trefferquote von 25%.

Leider erfordert die rechentechnische Umsetzung einer ML-Schitzung in der Regressionsanalyse
einigen formal-statistischen Aufwand. Im Folgenden sollen die wesentlichen Argumentationsschrit-
te der ML-Schitzung am Beispiel einer bindren logistischen Regressionsanalyse verdeutlicht wer-
den. Weitergehende Erlduterungen zur Logik, Anwendung und Interpretation von binédren logisti-

schen Regressionsanalysen werden im daran anschlieBenden Abschnitt 3 vorgetragen.

In der ML-Schitzung eines binéren logistischen Regressionsmodells gehen wir davon aus, dass m;

die wahre Wahrscheinlichkeit bezeichnet, mit der eine bestimmte Person das Ereignis ,,Y;=1 reali-

? Dieses Ergebnis ist nicht zufillig identisch mit der beobachteten Prozentzahl in der Stichprobe. Der ML-Schitzwert
einer Prozentzahl ist immer identisch mit dem beobachteten Stichprobenwert. Zudem hitte sich dieser Wert auch ohne
Iteration direkt aus der L(m)-Funktion ableiten lassen. Dazu wére allein das Maximum der Funktion zu ermitteln
gewesen, denn wenn die erste Ableitung der Funktion gleich null gesetzt und nach © aufgeldst wird, ergibt sich daraus
der Schitzwert ,,x/n”.

* Fiir Wahrscheinlichkeiten gilt, dass die Summe aller Wahrscheinlichkeiten von Ereignissen, die sich gegenseitig
ausschliefen, 100% betragen muss. Berechnet man jedoch die Summe der Wahrscheinlichkeitswerte aller
Schitzwerte, die in einem iterativen Schitzverfahren moglich sind, so bekommt man schnell Zahlen, die gegen
unendlich gehen konnen. Schon die Summe der nur sechs Wahrscheinlichkeitswerte (bzw. Likelihood-Werte) in
Tabelle 1 betragt 96,61% und diese Liste lieBe sich sehr schnell um weitere Schitzwerte mit weiteren
Wabhrscheinlichkeitswerten erweitern. Deshalb ist es sinnvoll, beim ML-Schitzverfahren von Likelihood-Werten
anstatt von Wahrscheinlichkeitswerten zu sprechen.
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siert (z.B. die politische Partei ,,CDU” wéhlt). Dann bezeichnet ,,1-m;* die wahre Wahrscheinlich-
keit, mit der eine bestimmte Person das Ereignis ,,Y;=0" realisiert (hier: die CDU nicht waihlt). Ins-
gesamt muss es fiir eine ML-Schitzung stets n; Personen geben, die das Ereignis ,,Y;=1 realisieren
und n; Personen, die das Ereignis ,,Y;=0* realisieren. Da angenommen wird, dass jede Person ihren
Y-Wert unabhéngig von anderen Personen wihlt, ergibt sich der Likelihood-Wert fiir die beobach-
tete Y-Verteilung im Sample ,,N=n;+n,* aus der Multiplikation der Einzel-Wahrscheinlichkeiten in
der Likelihood-Funktion:

L(n)= (m1)(Y1) % (72)(Y2) X oo X (g (Y ) X

(=7 DYy 1) X A= 7 42) (Y 12) XX (T 0, MY 4y ) )

Benutzt man in Gleichung (2) das mathematische Symbol ,,IT1*, um das Produkt einer beliebigen

Anzahl von Faktoren zu beschreiben, ldsst sie sich folgendermallen verkiirzen:

n n;+n
L(n)—[ﬁ(ni)m)}( TI( l—ni)m—YnJ 3)
i=1 i:n1+1

Da es mathematisch einfacher ist, mit Summen als mit Produkten zu arbeiten, wird Gleichung (3)
im néchsten Schritt logarithmiert, so dass die sogenannte ,,Log- Likelihood Funktion* oder ,,LL(m)*“

entsteht:

LL(x) = {Elnm)(m]+[n‘inli(1—ni>(1—ﬁc>J )
i=1

i:nl +1

Natiirlich ist in Gleichung (4) die Wahrscheinlichkeit ,,n* nach wie vor unbekannt. Sie wird ent-
sprechend der logistischen Grundgleichung (6.1), die in Abschnitt 3 noch ausfiihrlich erldutert wird,

berechnet:

(@ T I PiXyi)
mi =P = 14+ @ ZBiXid) ®

Nunmehr koénnen in Gleichung (4) (in welche die Gleichung 5 eingesetzt wird), diejenigen

Koeffizienten flir die Parameter ,,a und ,,Bx* iterativ gesucht werden, die den Log-Likelihood-Wert
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,LL(a, p)* maximieren.’ Sind sie gefunden, erhilt man damit auch gleichzeitig die ML-Schitzwerte
»a“ und ,.by fiir das logistische Regressionsmodell (vgl. dazu Amemiya 1981; Dhrymes 1978:
335).

In der Praxis benutzen die meisten Iterationsverfahren den negativen Log-Likelihoodwert ,,—LL* als
Annédherungskriterium (SPSS benutzt sogar den zweifachen negativen LL-Wert: ,,—2xLL*), so dass
das Maximum der Schétzung dort erreicht wird, wo der absolute Wert von —LL bzw. von —2XLL
am geringsten ist. Die folgende Tabelle 2 zeigt das Protokoll einer Iteration in fiinf Schritten. Es ist
in der Tabelle leicht zu erkennen, dass zwischen dem vierten und fiinften Iterationsschritt keine
Verdnderung des Likelihood-Wertes mehr eintritt und deshalb der Koeffizientenschéitzwert von

0,492 als ML-Schétzer akzeptiert werden kann.

Tabelle 2: Beispiel eines Iterationsprotokolls

Iteration -2 Log- Regressions-
Likelihood koeffizient b

Schritt 1 2648,125 0,343

Schritt 2 2607,061 0,468

Schritt 3 2606.116 0,491

Schritt 4 2606,115 0,492

Schritt 5 2606,115 0,492

Die ML-Schitzmethode erbringt Schitzwerte, die asymptotische’ Eigenschaften aufweisen (vgl.

auch Urban/Mayerl 2008: Kap. 3.1). Insbesondere sind die ML-Schitzer:’

e asymptotisch konsistent, d.h. umfangreichere Stichproben kénnen Verzerrungen und unzuléssig
groBBe Streuungen der Schiatzwerte verringern (je grofer die Stichprobe wird, umso kleiner wird
die Wahrscheinlichkeit, dass geschétzte und wahre Parameter voneinander abweichen);

e asymptotisch effizient, d.h. dass die Varianz von vielfach wiederholten Schitzungen mit anderen
Schitzverfahren nicht zu unterbieten ist;

e asymptotisch normalverteilt, d.h. die ML-Schitzwerte konnen in Signifikanz-Tests liberpriift

werden.

> Dazu muss die erste Ableitung der LL-Funktion fiir jeden Parameter berechnet und diese gleich null gesetzt werden.
Da die so erhaltene Gleichung aber in B nicht linear ist, kann es fiir die Aufldsung nach B auch keine analytische
Losung geben. Deshalb ist eine iterative Losung nétig, in der schrittweise ein entsprechendes Maximum gesucht wird.

Im Unterschied zu exakten Standards beziehen sich asymptotische Standards auf Verteilungsmerkmale, die erst bei
einem gegen Unendlich konvergierenden Stichprobenumfang ihre Giiltigkeit erlangen. Das bedeutet fiir die
statistische Praxis, dass das Vorhandensein asymptotischer Merkmale nicht tiberpriift werden kann, sondern von der
Hoffnung legitimiert werden muss, dass der gegebene Stichprobenumfang grof3 genug ist.

7 Vgl. dazu Dhrymes 1978: 336ff.
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3  Binar-logistische Regressionsanalyse

Eine Regressionsanalyse, die das vorgestellte ML-Schétzverfahren nutzt, ist die logistische
Regression. Im Folgenden wird eine spezielle Form der logistischen Regression vorgestellt, die
besonders héufig in der Forschungspraxis verwendet wird: die binir-logistische Regressions-

analyse.

Die binér-logistische Regression sollte immer dann eingesetzt werden, wenn die abhingige
Variable eines Regressionsmodells nur zwei Auspriagungen hat, wenn also die Y-Variable binér
bzw. binomial kodiert ist. Dies wire z.B. dann der Fall, wenn in einem Regressionsmodell
untersucht werden soll, ob die Absicht, eine bestimmte politische Partei zu wihlen (z.B. die
,CDU*), von der Links-Rechts-Selbsteinstufung oder der Mitgliedschaft in einer Gewerkschaft
abhingt. Denn die Wahlabsicht zugunsten einer politischen Partei (Y) kann vorhanden sein (Y=1)
oder kann nicht vorhanden sein (Y=0). Die Y-Variable hat also nur zwei mdgliche Auspriagungen

und ist damit eine bindr kodierte abhéngige Variable.

Binidr kodierte abhédngige Variablen erzeugen fiir die klassische OLS-Regression eine Fiille von
Problemen. Einige davon wurden ganz zu Beginn angesprochen. Es wurde dort z.B. gezeigt, dass in
einer Regression mit bindrer Y-Variablen die Residuen nicht normalverteilt sein kénnen und sie
prinzipiell auch keine Homoskedastizitit aufweisen (vgl. Urban/Mayerl 2008: Kapitel 3). Um
diesen Problemen von vornherein aus dem Wege zu gehen, sollten Regressionsanalysen mit
binomial skalierten abhidngigen Variablen stets als bindr-logistische Regressionsanalysen

durchgefiihrt werden.

Was ist nun der Unterschied zwischen einer klassischen OLS-Regression und einer ML-basierten
logistischen Regression? Im klassischen OLS-Regressionsmodell wird der zu erwartende Wert von
Y durch eine Linearkombination von Priadiktoren geschitzt, so wie es die folgende Gleichung fiir

zwel X-Variablen darstellt: Yl =a+ b X+ byXy;

In der bindr-logistischen Regression wird nicht der Vorhersagewert bzw. der Erwartungswert fiir Y
geschitzt. Stattdessen wird der Vorhersagewert fiir die bedingte Wahrscheinlichkeit von Y
berechnet. Die folgende Abbildung 2 verdeutlicht, wie die bindr kodierte Variable Y(1/0) als
bedingte Wahrscheinlichkeit P(Y|X) zu verstehen ist.
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Abbildung 2 zeigt 18 Befragte als schwarze Punkte. Zehn Befragte geben als Wahlabsicht eine
CDU-Wahl an (Y=1) und befinden sich deshalb in der oberen Kistchenreihe, wéhrend die
Befragten, die eine andere Partei zu wihlen beabsichtigen (Y=0), in der unteren Késtchenreihe zu
finden sind. Jedes Kistchen markiert einen Wert auf der Skala der politischen Links-Rechts-
Grundorientierung (LR) der befragten Wahlberechtigten. Die LR-Skalenwerte liegen zwischen 1
(,,extrem links*) und 10 (,,extrem rechts*). Jedem Befragten kann entsprechend seiner Lage in den
LR-Kistchen ein P(Y)-Wert zugeordnet werden. So gibt es z.B. nur zwei Befragte, die einen LR-
Wert von 1 aufweisen. Beide wollen nicht die CDU wihlen (Y=0). Daher ergibt sich fiir Personen
mit LR=1 ein Wahrscheinlichkeitswert P(Y=1) von 0,00 Prozent. Im Unterschied dazu zeigt die
Abbildung bei einem LR-Wert von 5 insgesamt vier Befragte, von denen die Hilfte (zwei Personen)

eine CDU-Wahl beabsichtigen (Y=1). Somit betragt P(Y=1|5) flinfzig Prozent oder 0,50.

Abbildung 2: Transformation von Y(1/0) in P(Y) in Abhdngigkeit von LR (fiktives Beispiel)

Links-Rechts-Orientierung (LR)
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Links-Rechts-Orientierung (LR)

Nachdem, wie oben gezeigt, aus Y(1/0) die neue Variable P(Y|X) wurde, kann die Beziehung der
abhingigen Variablen P(Y) und der unabhingigen Variablen X (im Beispiel: LR)
regressionsanalytisch untersucht werden. Was dazu allerdings noch fehlt, ist die Festlegung einer
mathematischen Funktion, welche die beiden Variablen miteinander verkniipfen soll. In der OLS-
Regression ist das die lineare Funktion ,,a + bX*. Eine solche Funktionsbestimmung ist hier nicht
moglich. Ein Grund (u.a.) dafiir ist, dass die vorhergesagten P(Y)-Werte entsprechend der
Prozentskala nicht grofer als 1,0 und nicht kleiner als 0,0 werden diirfen (mehr dazu auch in
Abschnitt 1 sowie in Urban 1993: 15-23). Dies kann jedoch durch Verwendung einer logistisch

verlaufenden Funktionskurve sichergestellt werden. Folglich erhélt die ,,logistische Regressions-
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analyse® ihren Namen dadurch, dass in dieser Regressionsanalyse die abhingige Variable mit
der/den unabhéngigen Variablen auf logistische Weise verkniipft wird (weshalb man in diesem
Falle auch von einer logistischen ,,Link-Funktion® spricht). Die folgende Abbildung 3 zeigt die

allgemeine Form einer solchen logistischen Funktionskurve.

Abbildung 3: Allgemeine logistische Funktionskurve
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Wie in Abbildung 3 gut zu erkennen ist, weist der kurvilineare, logistische Einflussverlauf im Un-
terschied zur linearen Einflussbeziehung keine konstanten Verdnderungsraten bei der abhingigen
Variablen auf. Steigt X um einen konstanten Betrag an, so sind die Steigungen in den P-Werten un-
terschiedlich groB3, denn das Ausmal der Steigung hingt von dem Startwert ab, von dem aus der X-
Wert anwichst. Generell gilt fiir die logistische Einflussbeziehung: Verdnderungen in den extremen
Wahrscheinlichkeitswerten (nahe 0% und nahe 100%) sind sehr viel schwerer zu erreichen als Ver-
anderungen im mittleren Wahrscheinlichkeitsbereich. Im mittleren Bereich impliziert nur eine klei-
ne Verdnderung in der/den unabhingigen Variablen weitreichende Verdnderungen in den prognos-
tizierten Wahrscheinlichkeitswerten. Im Unterscheid dazu bleiben gleichgro3e Verschiebungen

immer dort relativ konsequenzlos, wo sie von extremen X-Startwerten aus erfolgen.

Eine solche logistische Bestimmung des Verlaufs von Einflussbeziehungen ist sicherlich in vielen
Forschungsbereichen wesentlich realistischer als eine lineare Bestimmung, die von der absoluten
Konstanz der Verdnderungsraten ausgeht und fiir die es unerheblich ist, von welchen Startwerten

aus die Verdnderungen erfolgen.
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Generell wird eine logistische Link-Funktion durch die folgende Gleichung (6) beschrieben. Darin
ist V diejenige Variable, welche die genaue Lage der Funktionskurve bestimmt. Sie legt die jewei-

lige Steigung und den jeweiligen Wendepunkt der Kurve fest.

- Vi)
b 1+e(Vi)

(6)

In der logistischen Regressionsanalyse wird V (vgl. Gleichung 6) als Linearkombination der

unabhingigen X-Variablen des zu untersuchenden Regressionsmodells bestimmt:
Vi=a+ ) bXki (7)
so dass Gleichung (6) auch folgendermalien zu schreiben ist:

(@ TZbXy)

P = 6.1
b4 e@TEDX ) ©.1)

In der logistischen Regressionsschitzung geht es nun darum, fiir die X-Variablen eines bestimmten
Regressionsmodells mittels des oben erléduterten Maximum-Likelihood Schitzverfahrens diejenigen
a- und b-Koeffizienten zu ermitteln, die fiir alle X-Werte und fiir alle Kombinationen von X-Werten
solche P(Y)-Prognosewerte ergeben (genannt: (P(Y)), die moglichst gut mit den empirischen P(Y)-
Werten iibereinstimmen. Diese a- und b-Koeffizienten sollten die beste Schitzung der beobachteten

P(Y) ermoglichen, d.h. sie sollten die Schdtzung mit dem maximalen Likelihood-Wert liefern.

Generell betrachtet wird der Verlauf einer logistischen Funktion, wie sie von Gleichung (6.1)
beschrieben wird, in folgender Weise von den Regressionskoeffizienten beeinflusst (vgl. dazu die

Abbildungen in Urban 1993: 31):

(-) Der konstante a-Koeffizient (in der Linearkombination von V) verschiebt die logistische Kurve
in der Horizontalen, ohne ihre Steigung zu verdandern.

(-) Hohere Werte der b-Koeffizienten (in der Linearkombination von V) vergroBBern die
Verdnderungsrate von IS(Y), d.h. mit ihrem Anwachsen wird der Funktionsverlauf steiler.

(-) Ein negatives Vorzeichen der b-Koeffizienten dndert den Ursprung des logistischen Funktions-
verlaufs, der dann links oben bei der hochsten Wahrscheinlichkeit von IS(Y) beginnt und mit

Anwachsen von V in Richtung f’(Y) = 0,00 nach rechts unten verlauft.
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Wir wollen dies anhand eines Beispiels veranschaulichen. Dabei soll, wie auch schon zuvor
erldutert, in Form einer Regressionsanalyse untersucht werden, ob die Absicht, die politische Partei
,»CDU* zu wihlen, von der Links-Rechts-Selbsteinstufung (LR) und der Mitgliedschaft in einer
Gewerkschaft (GEW) abhingt. Aufgrund einer ML-Schitzung ergeben sich fiir die
Linearkombination der beiden unabhéngigen Variablen LR und GEW folgende Werte:

V,=-3,48 + 0,52LR; — 0,75GEW; ®

Die in Gleichung (8) ausgewiesenen Schitzwerte konnen in Gleichung (6.1) eingesetzt werden, so

dass folgende logistische Regressionsschitzung fiir die erwarteten Wahrscheinlichkeiten P(Y)

entsteht:

(3484 0,52xLR; ~0,75%GEW; )

P = ©)

| + o(-348+0,52xLR; ~0,75<GEW,)

Mit Gleichung (9) haben wir die Moglichkeit geschaffen, die Abhiingigkeit der P -Variablen von
den Einfliissen der X-Pridiktoren zu analysieren. Und diese Abhéngigkeit ist nicht mehr linear son-
dern nunmehr logistisch zu verstehen. Die Gleichung (9) beschreibt ndmlich einen logistischen, d.h.

S-formigen Verlauf der Effekte aller Pradiktoren bzw. unabhéngigen X-Variablen.

Die folgende Abbildung 4 zeigt den nach Gleichung (9) berechneten Verlauf zweier logistischer
Funktionskurven fiir unser Beispiel zur Untersuchung der CDU-Wahlabsicht. Dabei wird der Ver-
lauf der beiden Kurven nur fiir den Wertebereich LR=1 (,,extrem links”) bis LR=10 (,,extrem
rechts”) abgedruckt.

Die Kurve in Abbildung 4 mit den hellen Datenpunkten betrifft den Funktionsverlauf ohne Gewerk-
schaftsmitgliedschaft (GEW=0), wihrend die Linie mit den schwarzen Datenpunkten den Funkti-
onsverlauf mit Gewerkschaftsmitgliedschaft (GEW=1) markiert. Deutlich ist die reduzierte Wahr-
scheinlichkeit einer CDU-Wahlabsicht bei vorhandener Gewerkschaftsmitgliedschaft zu erkennen.
Insbesondere im Wertebereich von LR=5 bis LR=10 ist der Abstand der beiden Funktionskurven
betrdchtlich. Deutlich ist auch zu erkennen, dass die Steigung beider Funktionskurven erst ab einem
Wert von LR=4 erheblich zunimmt und dann recht konstant bleibt. Wenn Personen eine Links-
Rechts-Selbsteinstufung von LR=1 aufweisen (d.h. eine extrem linke politische Grundorientierung

besitzen), haben geringfiigige Einstellungsverschiebungen nach ,,rechts* nur wenig Einfluss auf die
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hier untersuchte Wahlabsicht. Die prognostizierte Wahrscheinlichkeit einer CDU-Wahlabsicht
wachst dann zwar an, aber zundchst doch nur in recht unbedeutendem Malle. Deutlicher ist das
Wachstum der Wahrscheinlichkeit bei Verschiebungen im mittleren Bereich beider Funktionskur-
ven ausgeprigt. Dort ist jede Einstellungsverschiebung von einer LR-Einheit in Richtung ,,rechts”

mit einem ausgeprigten Anstieg der Wahrscheinlichkeit fiir eine CDU-Wahlabsicht verbunden.

Abbildung 4: Zwei empirisch geschétzte logistische Funktionskurven fiir
GEW=0 und GEW=1
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Die hier gezeigte Beispielgraphik (Abbildung 4) entstammt dem SPSS-Beispiel einer logistischen
Regression, das im letzten Abschnitt noch ausfiihrlich vorgestellt wird. Dort wird auch gezeigt, wie
die vorhergesagte Wahrscheinlichkeit (P;) als neue Variable erstellt werden kann. In SPSS kann
dann die Graphik aus Abbildung 4 leicht mit dem folgenden Befehl erzeugt werden:

GRAPH /SCATTERPLOT(BIVAR)=LR WITH PRE 1 BY GEW.

Zusitzlich muss zur Einblendung der Verbindungslinie zwischen den Datenpunkten im Diagramm-
Editor unter dem Menii-Punkt ,,Elemente* die Option ,,Interpolationslinie* ausgewahlt werden.

Generell ist fiir jede logistische Regressionsanalyse zu empfehlen, die geschéitzten Wahrscheinlich-
keiten zumindest fiir bestimmte, fiir die Interpretation der Ergebnisse besonders aussagekriftige
Kombinationen von X-Werten zu ermitteln und zu berichten. Fiir Dummy-Variablen lassen sich da-
bei schnell alle Kombinationen durchspielen. Bei metrischen X-Variablen sollte dies zumindest fiir

Extremwerte und die Mittelkategorie gemacht werden.

In Gleichung (9) ist die Bedeutung der geschitzten Regressionskoeffizienten fiir das Ausmal} von

P nur schwer zu erkennen, weil die X-Variablen in einer logistischen Verbindung zur abhingigen
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P -Variablen stehen. Jedoch kann die Interpretation der logistischen Regressionsschitzung dadurch
erleichtert werden, dass Gleichung (9) dermallen transformiert wird, dass sie auf der rechten Seite
nur noch die Linearschitzung der Regressionskoeffizienten enthdlt. Auf diese Weise entsteht die

folgende Gleichung (10):

1

h{ Pif) ]z a + byx(LR;) + byx(GEW)) (10)

In verallgemeinerter Form ldsst sich Gleichung (10) auch als Gleichung (11) schreiben:

In| 7L |=a+ ShoXy (11)
1-P,

Auf der linken Seite der Gleichungen (10) und (11) befinden sich nun nicht mehr erwartete Wahr-
scheinlichkeiten von Y sondern sogenannte ,,Logits* von Y. Diese haben dem Verfahren der logis-
tischen Regressionsanalyse auch den Namen ,,Logit-Analyse* gegeben. Die Logits sind das Ergeb-
nis einer zweifachen Transformation von P. Zum einen wird die Wahrscheinlichkeit von Y=1 in
Verhiltnis zu ihrer Komplementar-Wahrscheinlichkeit gesetzt, und zum anderen wird die daraus

entstehende Verhiltniszahl logarithmiert.®

Empirisch interpretieren kann man die Logits kaum noch. Man kann die Gleichungen (10) und (11)
allerdings benutzen, um eine lineare Interpretation der geschétzten logistischen Regressionskoeffi-

zienten vorzunehmen:

In Gleichung (11) benennt der zu schitzende Regressionskoeffizient ,,b* die Einflussstiarke und die
Einflussrichtung fiir jede X-Variable auf die Logit-Variable, wobei dieser Einfluss im multivariaten
Modell als kontrollierter bzw. partieller Effekt zu verstehen ist. Im formalen Sinne wird der partiel-
le Regressionskoeffizient der logistischen Regression in gleicher Weise wie der partielle Regressi-
onskoeffizient der klassischen OLS-Regression interpretiert (vgl. Urban/Mayerl 2008: Kapitel
2.3.1). In unserem Beispiel ergeben sich z.B. fiir die Regressionskoeffizienten in Gleichung (10) die

folgenden Schitzwerte:

113

¥ Zur Erinnerung an die Schulmathematik: Der natiirliche Logarithmus einer beliebigen Zahl ,x“ ist gleich dem
Exponenten ,,n“, mit dem die konstante Basiszahl ,,e* (=2,718) zu potenzieren ist, um die gewihlte Zahl ,x*“ wieder
zuriickzubekommen (also: In(x)=n und e"=x). Verstindlicher wird das im Beispiel: Man nehme eine beliebige Zahl
z.B. die Zahl ,,100%. IThr natiirlicher Logarithmus ist 4,605 oder: In 100 = 4,605, da Folgendes gilt: 2,718%%% = 100
oder: " =x.
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1n[ Pif) J: -3,48 + 0,52x(LR;) — 0,75%(GEW;) 42

1

Die geschitzten Koeffizienten haben dann die folgende Bedeutung: 1.) Es gibt einen positiven par-
tiellen Effekt von LR auf Logit(f’ ). Fiir jede Verschiebung auf der LR-Skala (mit Werten von 1 bis
10) um eine empirische Einheit nach ,,rechts” (bzw. in Richtung des Wertes ,,10°) steigt der Logit
(13 )-Wert um 0,52 Einheiten. 2.) Es gibt einen negativen partiellen Effekt von GEW auf Logit(f’).
Eine Gewerkschaftsmitgliedschaft (dichotom gemessen: X, =0/ 1) lasst Logit(f)) um einen Logit
(13 )-Wert von 0,75 Einheiten absinken.

Ob der LR-Effekt oder der GEW-Effekt einen stirkeren Einfluss auf Logit( f’) hat, ldsst sich anhand
der Werte von +0,52 und —0,75 nicht entscheiden. Denn bei den partiellen Regressionskoeffizienten
der logistischen Regression handelt es sich um unstandardisierte Koeffizienten, die nur dann zum
Vergleich der Effekte innerhalb eines Modells herangezogen werden diirfen, wenn die

entsprechenden Priadiktoren in gleicher Weise skaliert sind.

Zum Vergleich der Einflussstirken unterschiedlich skalierter Priadiktoren innerhalb eines Modells
wird in klassischen OLS-Regressionsanalysen hiufig die Standardisierung der Regressions-
koeffizienten eingesetzt (man beachte jedoch auch die damit verbundenen Probleme, vgl.
Urban/Mayerl 2008: Kapitel 2.3.3). Die Standardisierung der Regressionskoeffizienten in der
logistischen Regression ist mit den gleichen Problemen verbunden, weist aber zusétzlich auch noch
die Problematik auf, dass die Standardabweichung der dem Modell zugrunde liegenden Logits nicht
zu berechnen ist, da die Logitwerte empirisch nicht gemessen wurden (anders als die Y-Werte in
der OLS-Regression). Deshalb wird in der Forschungspraxis der logistischen Regressionsanalyse
hiufig eine Teilstandardisierung der Regressionskoeffizienten durchgefiihrt. Dabei wird eine
Multiplikation der Regressionskoeffizienten nur mit der Standardabweichung der jeweiligen X-

Variablen durchgefiihrt:
b = biSx, (13)

Im vorliegenden Beispiel betragen die Standardabweichungen S(LR)=1,778 und S(GEW)=0,325.
Durch Multiplikation der Koeffizienten aus Gleichung (12) mit diesen Standardabweichungen
ergeben sich dann die teilstandardisierten partiellen Regressionskoeffizienten: b (LR)=0,93 und

b*(GEW)—-O,24. Demnach hétten Verdnderungen der LR-Variablen als Pradiktor fiir den Logitwert
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von f’(CDU) in etwa die vierfache (absolute) Stirke von Verdnderungen der GEW-Variablen,

wenn als Verdnderungsmall die jeweiligen Standardabweichungen benutzt werden. Oder anders
gesagt: Eine Zunahme der LR-Variablen um eine Standardabweichung wiirde Logit(CDU) um 0,93
Einheiten anwachsen lassen, wahrend die Zunahme von GEW um eine Standardabweichung den
Logit(CDU)-Wert um 0,24 Einheiten absinken lieBe. Unklar bleibt bei dieser Teilstandardisierung
jedoch (wie auch bei der Standardisierung in der OLS-Regression), wie man sich Verdnderungen
um eine Standardabweichung bei einer dichotomen Variablen (wie z.B. bei GEW) mit den
empirischen Werten 0 und 1 in inhaltlicher Weise vorstellen soll. Die Teilstandardisierung scheint
sich deshalb eher zum Vergleich metrisch skalierter Effekte in der logistischen Regression

anzubieten.

3.1 Gewinnchancen (odds) und Effektkoeffizienten (odds ratios)

Da die Logitwerte einer zu erkldrenden Y-Variablen in ihrer empirischen Bedeutung &uferst
schwierig zu interpretieren sind, bleibt auch die empirische Bedeutung der geschétzten
Regressionskoeffizienten eher im Unklaren. So geben diese zwar die Richtung eines
entsprechenden Variablen-Einflusses exakt wieder, und auch die Signifikanz der geschitzten
Koeffizienten kann wie {iblich interpretiert werden (vgl. dazu auch noch Abschnitt 3.4). Jedoch
stehen die Logitkoeffizienten in einer nur schwer zu begreifenden, logistischen Beziehung zum

AusmaB der durch X ausgeldsten Verdanderungen in f’(Y =1).

Leichter ist die Interpretation logistischer Regressionskoeffizienten, wenn diese auf Verdnderungen
der abhingigen Variablen P(Y) in Form der so genannten ,,Gewinnchance® bzw. der ,,odds*
bezogen werden. Als Gewinnchance (engl.: odds) wird der Quotient aus erwarteter
Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis Y=1 (z.B. fiir das Ereignis ,,CDU-Wahlabsicht*) und der
erwarteten Wahrscheinlichkeit fiir das entsprechende Komplementir-Ereignis Y=0 (hier: ,keine
CDU-Wahlabsicht®) verstanden (dabei gilt: 13(Y =0)=1- IS(Y =1)):

P (Y=1)
1-P(Y=1)

Um in der logistischen Regressionsanalyse vereinfachte Interpretationen mit der Gewinnchance als
abhingiger Variablen durchfithren zu kénnen, muss Gleichung (11) in folgende Gleichung (14)

umgeformt werden:
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i — @+t Xy (Z b Xyi)

) —e?xe

= 2 xe®1X1i)  o02X2i) o o (03X3i) o (b Xyi) (14)

In Gleichung (14) dient die Gewinnchance fir P(CDU)als abhiingige, zu erklirende Variable.
Denn auf der linken Gleichungsseite steht das Wahrscheinlichkeitsverhdltnis zwischen IS(CDU)
und P(nicht CDU). Diese Verhiltniszahl hat eine wesentlich eingdngigere empirische Bedeutung
als die Logitwerte einer CDU-Wahlabsicht: Der Wertebereich der Gewinnchance liegt zwischen
0,00 und +oo. Die Gewinnchance hat einen Wert von 1,00, wenn die Wahrscheinlichkeiten fiir beide
Handlungsalternativen gleich grof3 sind. Liegt der Wert der Gewinnchance iiber 1,00, ist die
Wabhrscheinlichkeit fiir eine CDU-Wabhlabsicht groBer als die Absicht, irgendeine andere Partei zu
wihlen. Liegt er unter 1,00, so ist die Wahrscheinlichkeit fiir eine CDU-Wahlabsicht schlechter als

fiir eine andere Partei.

Die Beziehung zwischen Ereignis-Wahrscheinlichkeit, Ereignis-Gewinnchance und Ereignis-Logit

wird in der folgenden Tabelle 3 anhand von drei verschiedenen Beobachtungsfillen verdeutlicht.

Tabelle 3: Beziehung zwischen Ereignis-Wahrscheinlichkeit, Ereignis-Gewinnchance und
Ereignis-Logit
Fall- P(CDU) | P(nicht CDU) | Chance(CDU) Logit(CDU)
Nr.
1 0,50 0,50 0,50:0,50 = 1,00 In(1,00) = 0,00
2 0,80 0,20 0,80:0,20 = 4,00 In(4,000= 1,39
3 0,20 0,80 0,20:0,80 = 0,25 In(0,25)=-1,39

Wie Tabelle 3 fiir Fall-Nr. 1 ausweist, ist bei gleicher Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses (CDU-
Wahlabsicht) und des komplementidren Nicht-Ereignisses (keine CDU-Wahlabsicht) die Chance
einer CDU-Wahlabsicht gleich 1,00. Ein Chancenwert von 1,00 bedeutet mithin, dass beide
Ereignisse gleich wahrscheinlich sind und erzeugt einen Logitwert von 0,00. Im zweiten Fall ist die
Wabhrscheinlichkeit fiir eine CDU-Wahlabsicht viermal so grof3 wie die Absicht, eine andere Partei
zu wihlen (0,80:0,20) und deshalb hat ihre Gewinnchance einen Wert von 4,00.

Ist die Wahrscheinlichkeit fiir die CDU-Wahlabsicht jedoch viermal kleiner (0,20:0,80), wie bei
Fall-Nr. 3, so hat sie nur eine Gewinnchance von 0,25. Das ist verwirrend, denn obwohl die Wahr-
scheinlichkeit einmal viermal hoher ist (0,80:0,20) und ein anderes Mal viermal geringer ist

(0,20:080), entstehen unterschiedliche Chancenwerte, die intuitiv nicht vergleichbar sind (4,00 und
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0,25). Diese Zahlen entstehen dadurch, dass die Gewinnchance zwar nach oben hin unendlich grof3
werden kann, jedoch nach unten hin einen festen Grenzwert von 0,00 aufweist (wir werden dies im
Folgenden noch ausfiihrlich erldutern und auch Interpretationshilfen mittels Kehrwertbildung
vorstellen). Erst die Logitwerte, fiir die auch keine Untergrenze mehr gilt, konnen in beiden Fillen

gleiche absolute Werte aufweisen (]1,39)).

Welche Bedeutung hat nun die Verdnderung einer jeden X-Variablen flir die Gewinnchance von
Y=1? Hierzu betrachtet man das Verhaltnis der Gewinnchancen fiir einen beliebigen X-Wert im
Vergleich zur Gewinnchance bei einem Anstieg von X um eine Einheit. Das Verhiltnis der

Gewinnchancen wird auch odds ratio genannt. Fiir ein bivariates Modell bedeutet dies:

Pl (fuir den um eine Einheit
1B, sy, Werrmer) o (XD (XD X b
= = = = =c 15
P, o w o(01X1i) e(01X1) e(01X1i) (15)
A~ (fiir einen Xl' - Wert"m")
1-P, !

Nach Gleichung (15) kann man durch Entlogarithmierung des logistischen Regressions-
koeffizienten (also durch Berechnung von e® bzw. von 2,718b) ein neues Mal3 zur Beschreibung der
Einflussstirke der verschiedenen Préddiktoren in einem logistischen Regressionsmodell erhalten.
Dieses Maf} gibt in Form eines Multiplikationsfaktors die Verdnderungen im Wahrscheinlichkeits-
verhdltnis der beiden Handlungsalternativen (,,CDU* versus ,,nicht CDU*) an, wenn sich ein
entsprechender X-Pradiktor um eine empirische Einheit vergroBert. Die Grof3e e® (bzw. dquivalent
auch ,,exp(b)“ geschrieben) ist der Multiplikationsfaktor fiir die Berechnung des neuen Wahrschein-
lichkeitsverhéltnisses, das durch Verdnderung der dazugehorigen X-Variablen um eine empirische

Einheit entsteht.

Was dies im Konkreten bedeutet, ldsst sich an unserem CDU-Wahlbeispiel leicht verdeutlichen.
Dort entsteht z.B. durch Entlogarithmierung von b;=0,52 ein Wert von exp(b;)=1,68. Folglich
bedeutet ein Wert von ,,exp(b;) = 1,68%, dass sich bei einer Verschiebung auf der Links-Rechts-
Skala (,,LR“) um +1,00 Einheiten das Wahrscheinlichkeitsverhéltnis zwischen einer CDU-
Wahlabsicht und der Absicht, eine andere Partei zu wihlen, auf das 1,68-fache der Chance, die vor

der Verschiebung galt, erhoht.
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Dieses Beispiel ldsst sich auch anhand von Gleichung (15) verdeutlichen. Es werden dann die
geschitzten logistischen Regressionskoeffizienten in die Gleichung (15) eingesetzt (z.B. bir =
0,52), und es wird dann ein Anstieg der X-Variablen ,,LR* um eine Einheit angenommen (hier:
beispielhaft ein Anstieg von LR=4 auf LR=5; dasselbe gilt fiir beliebige LR-Skalenwerte und deren
Verschiebung um eine Einheit). Auch hierbei zeigt sich, dass das Chancenverhiltnis um das 1,68-

fache ansteigt, wenn LR von 4 auf 5 anwéchst und die Gewerkschaftsmitgliedschaft (,, GEW*)

konstant bleibt:
lsi (firLR = 5)
A ur = B
1-P, B o348 J(052LR=5]) | (-0,75xGEW) ) £(0,52x5) 0 e
P T 348 L(0,52[LR=4]) , (-0,75xGEW) — (0,52x4) ~ e s =1,
L~ (firLR = 4)
1-P,

In gleicher Weise ldsst sich auch der GEW-Regressionskoeffizient umrechnen. Durch
Entlogarithmierung von b,=—0,75 ergibt sich ein Wert von exp(b,)=0,47. Der Wert von 0,47 ist der
Multiplikationsfaktor mit dem sich das Wahrscheinlichkeitsverhiltnis zwischen einer CDU-
Wahlabsicht und der Absicht, eine andere Partei zu wihlen, verdndert, wenn Waéhler einer
Gewerkschaft angehoren (bzw. wenn sich GEW=0 in GEW=1 veréindert). In diesem Falle wiirde
also die Chance fiir eine CDU-Wahlabsicht sinken, denn der Multiplikationsfaktor ist kleiner als
1,00. Nur Multiplikationsfaktoren von exakt 1,00 indizieren, dass eine X-Variable keinen Einfluss

auf das Wahrscheinlichkeitsverhiltnis zweier Handlungsalternativen ausiibt.

Der hier vorgestellte Multiplikationsfaktor ,,exp(bx)” wird in der logistischen Regressionsanalyse
auch als Effektkoeffizient bezeichnet. Er beschreibt die Verdnderung der Chance fiir das Ereignis

Y=1, wenn sich im Regressionsmodell ein Pridiktor um eine empirische Einheit erhoht.”

Natiirlich konnen Effektkoeffizienten auch durch Entlogarithmierung von teilstandardisierten
Regressionskoeffizienten berechnet werden. Es entstehen dann teilstandardisierte Effekt-
koeffizienten. In unserem CDU-Beispiel entstehen dadurch folgende teilstandardisierte Effekt-
koeffizienten fiir LR und GEW:

bk =093 > exp(bir) =253
baew  =-0,24 > exp(bgew ) =0,79 & l/exp(bgew ) = 1,27 (-)

’ Da die Effektkoeffizienten multiplikativ wirken (vgl. Gleichung 14), miissen bei Verinderungen iiber mehrere X-
Stufen hinweg auch dementsprechend viele Multiplikationen (und nicht etwa Additionen wie bei Regressions-
koeffizienten) ausgefiihrt werden, um das Wahrscheinlichkeitsverhaltnis auf der anvisierten X-Zielstufe zu berechnen.
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Wie in dieser Aufstellung zu erkennen (unten rechts), empfiehlt es sich, fiir alle nicht- oder
teilstandardisierten Effektkoeffizienten kleiner als 1,00 (also auch fiir den obigen Koeffizienten von
0,79) deren Kehrwert bei einem Vergleich zwischen mehreren Effektkoeffizienten zu benutzen. Der
Kehrwert von 0,79 ist 1,27. Folglich ist der teilstandardisierte Effektkoeffizient von LR nicht ca.
dreimal so stark wie der von GEW (2,53:0,79), sondern hat nur ca. zweimal die Stirke von GEW
(2,53:1,27). Zur Kenntlichmachung der Kehrwertbildung kann, wie oben gezeigt, ein Minus-

Zeichen in Klammern an den Kehrwert angehdngt werden. Warum ist das sinnvoll?

Effektkoeffizienten haben zwei ungleich skalierte Wertebereiche, die oberhalb und unterhalb ihres
neutralen Punkts von 1,00 liegen. Wiahrend der untere Bereich (welcher Verschiebungen der
Wahrscheinlichkeitsverhéltnisse zugunsten von Y=0 signalisiert) zwischen 0,00 und 1,00 liegt,
reicht der obere Bereich (welcher Verschiebungen der Wahrscheinlichkeitsverhiltnisse zugunsten
von Y=1 ausdriickt) von 1,00 bis +o. Erst durch die Kehrwertbildung bei Koeffizienten kleiner als
1,00 wird auch die Begrenzung des unteren Bereichs aufgehoben, wodurch Koeffizienten aus
beiden Bereichen hinsichtlich ihrer Groe miteinander vergleichbar werden. Entsprechend ist also
auch der oben ausgewiesene unstandardisierte Effektkoeffizient von ,,exp(bs)=exp(-0,75)=0,47* in
den Kehrwert von ,,1/0,47=2,13% zu iiberfithren. Dieser Kehrwert ist dann wie folgt inhaltlich zu
interpretieren: Wihler, die keine Gewerkschaftsmitglieder sind, haben eine 2,13-fach hdhere

Chance, die CDU zu wihlen, als Wihler, die Gewerkschaftsmitglieder sind.'”

Die folgende Abbildung 5 verdeutlicht die asymmetrische Skalierung des nichtstandardisierten

Effektkoeffizienten.

' Bei der inhaltlichen Interpretation des Effektkoeffizienten ist stets darauf zu achten, dass dieser nicht als
Multiplikationsfaktor von einfachen Wahrscheinlichkeiten, sondern von Chancen bzw. Wahrscheinlichkeits-
verhéltnissen (d.h. von der Wahrscheinlichkeit fiir Y=1 im Verhéltnis zur Gegenwahrscheinlichkeit) zu verstehen ist.
Und ebenso ist darauf zu achten, dass der Multiplikationsfaktor stets fiir die Erhdhung in der X-Variablen um eine
Einheit gilt (vgl. hierzu auch Gleichung 15).
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Abbildung 5: Die Skalierung des Effektkoeffizienten

die Chance (odds) fur Y=1 die Chance (odds) fur Y=1
wird kleiner bei einem wird gréRer bei einem
Anstieg von X um eine Anstieg von X um eine
Einheit Einheit

0,00 /100\ 0
die Chance (odds) fir Y=1 bleibt gleich
bei einem Anstieg von X um eine Einheit

Aufgrund seiner Interpretationsmdglichkeit als Multiplikationsfaktor sowie der Eigenschaft, dass
der Effektkoeffizient (,,exp(b)*“) unabhidngig von den Startwerten der X-Variablen ist (d.h. der
Multiplikationsfaktor ist stets gleich hoch, egal ob die entsprechende X-Variable z.B. von ,,1* auf
»2 oder von ,,6° auf ,,7° um eine Einheit ansteigt), empfehlen wir, neben den b-Koeffizienten
sowie den prognostizierten Wahrscheinlichkeiten fiir bestimmte X-Wertekombinationen stets auch

die Effektkoeffizienten zu berichten und zu interpretieren.

3.2 Modell-Evaluation

Ein empirisch geschétztes, bindr-logistisches Regressionsmodell kann bedeutsame und signifikante
Regressionskoeffizienten aufweisen und dennoch fiir die Forschungspraxis unbrauchbar sein, weil
die Modellschidtzung insgesamt betrachtet nicht nahe genug an die empirisch beobachteten Daten
herankommt. Im Folgenden werden daher einige MaBzahlen zur Uberpriifung der Modellgiite
vorgestellt. Im Einzelnen werden folgende Verfahren zur Evaluation der logistischen

Modellschitzung erldutert:

- der Likelihood-Ratio-Test,
- die Analyse von Pseudo-R*-Koeffizienten,

- die Klassifizierung prognostizierter Wahrscheinlichkeiten.

Im Likelihood-Ratio-Test wird iiberpriift, ob die ML-Modellschitzung unter Verwendung von X-
Pradiktoren eine bedeutsam bessere Anpassung an die beobachteten Daten erreicht, als eine
Modellschiatzung, bei der nur die a-Konstante aber ansonsten keinerlei Pradiktoren zur Vorhersage
von P(Y) benutzt wird. Mithin basiert dieser Test auf einem Vergleich der ML-Schétzungen von
zwel logistischen Regressionsmodellen, ndmlich dem Modell ohne Pradiktoreneffekte (dem Null-

Modell) und dem Modell mit spezifizierten Pradiktoreffekten (dem Prédiktoren-Modell).
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Im Likelihood-Ratio-Test wird nicht die Signifikanz einzelner Modell-Effekte sondern die
Signifikanz des logistischen Gesamt-Modells iiberpriift. Die dementsprechende Null-Hypothese
formuliert die Bedeutungslosigkeit aller im Modell spezifizierten Effekte:

Hol (B1:B2:...:Bk):(b1:bzz...:bk)zo (16)

Wenn der Log-Likelihood-Wert des Null-Modells als LL, bezeichnet wird, und LLp der Log-
Likelihood-Wert des kompletten Pridiktoren-Modells ist, wird fiir den Likelihood-Ratio-Test die
G-Statistik berechnet nach:"!

G = -zm[ﬂ] = 2(LLg - LLy )= (-2LLg)- (- 2LLy ) (17)

LP
Diese G-Statistik kann mit Hilfe eines Chi-Quadrat-Tests gepriift werden. Denn der G-Wert ist
asymptotisch chi-quadrat-verteilt und hat so viele Freiheitsgrade, wie es im Pradiktoren-Modell X-
Variablen gibt. Im Test ist zu tiberpriifen, ob der LLp-Wert signifikant kleiner als der LLy-Wert ist.
Denn nach der Null-Hypothese (Gleichung 16) gibt es keinen Unterschied zwischen dem Null- und
dem Pridiktoren-Modell, da die im Null-Modell fehlenden Effekte sowieso bedeutungslos sind.

In unserem Beispiel zur bindr-logistischen Analyse der CDU-Wahlabsicht ist -2LL,=3066,599 und
st -2LLp=2685,712. Die G-Statistik betrdgt demnach 380,887 und ist bei zwei Freiheitsgraden und
entsprechend dem Verlauf der theoretischen Chi-Quadrat-Verteilung auf einem Niveau von 0,000
statistisch signifikant (vgl. dazu Abschnitt 3.4). Mithin muss das Pradiktoren-Modell im Vergleich
zum Null-Modell als statistisch bedeutsame Verbesserung der Modellanpassung bzw. des

Modellfits an die beobachteten Stichprobendaten gewertet werden.

Die Analyse von Pseudo-R*-Koeffizienten bietet eine weitere Moglichkeit, die Giite einer
logistischen Modellschitzung zu bewerten. Ublicherweise werden als Pseudo-R*-MaBzahlen die
folgenden beiden Koeffizienten berechnet:

- Cox & Snell R?

- Nagelkerkes R?

' SPSS prisentiert nicht den reinen LL-Wert einer Modellschétzung, sondern multipliziert diesen Wert mit ,,-2 so dass
der ,,-2LL“-Wert entsteht. Da SPSS den urspriinglichen LL-Wert als negativen Wert schitzt, ist der -2LL-Wert stets
positiv. Je grofer er ist, umso schlechter ist die Anpassung des geschitzten Modells. Der Grund dafiir, dass SPSS den
-2LL-Wert benutzt, liegt darin, dass dieser Wert fiir ein Modell, das nur den a-Koeffizienten aber keine Pradiktoren
enthdlt, identisch ist mit der Summe der Abweichungsquadrate fiir dieses Modell in der OLS-Regression (vgl.
Urban/Mayerl 2008: Kapitel 3.5).
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Beide Koeffizienten sind nicht analog zum Determinationskoeffizienten ,,Rz“ in der OLS-
Regression zu interpretieren. Sie sagen nichts iiber den Anteil ausgeschopfter Varianz in einer
Regressionsschitzung aus. Insofern ist ihre Bezeichnung als R*- oder Pseudo-R*-Koeffizienten
hochst ungliicklich. Beide Koeffizienten sind reine Fit-Indizes, die den Grad der relativen
Anpassung einer Regressionsschitzung an die beobachteten Stichprobenwerte durch Vergleich der
Log-Likelihood-Werte von Null-Modell (LLg) und Priadiktoren-Modell (LLp) ermitteln. Thre
Zahlenwerte sind so zu interpretieren, dass diese den Prozentanteil berichten, um den der
Schatzerfolgs des Null-Modells (gemessen im LLo-Wert) durch den Schétzerfolg des Priadiktoren-
Modells (gemessen im LLp -Wert) verbessert werden kann. Die Pseudo-R*-Koeffizienten sind somit
ein modell-relatives GiitemalB3. Sie vergleichen nur die Schitzergebnisse von zwei logistischen

Regressionsmodellen.

Der Cox & Snell R*-Koeffizient wird berechnet mit Hilfe der G-Statistik (vgl. Gleichung 17) in

Form von:

2 G
Recs =1—exp| -—
P[ n} (18)

In unserer Modellschiatzung zur CDU-Wahlabsicht (mit n = 2474 Befragten) betragt Res? = 0,14.
Demnach kann die Schéitzung von 13(CDU) um 14% verbessert werden, wenn zur Schétzung nicht
das Null-Modell sondern das Pradiktoren-Modell benutzt wird. Leider kann der Koeffizient das

Maximum von 1,00 nicht erreichen und ist deshalb nur zuriickhaltend zu interpretieren.

Der Pseudo-R>-Koeffizient von Nagelkerke standardisiert Res” und kann deshalb auch einen

maximalen Wert von 1,00 erreichen:

R2%cs B R%cs

R2N = =
R2Zcsmax  1—exp(-(-2LLgy/n)) (19)

In unserer Modellschitzung zur CDU-Wahlabsicht betrégt Ry* = 0,20 und liegt damit deutlich iiber
Res® = 0,14. Aufgrund seiner Standardisierung ist Ry’ immer grofler als Res”. Fiir unsere logistische
Regression bedeutet ein Ry* von 0,20, dass entsprechend der Logik des Pseudo-R*-Koeffizienten
von Nagelkerke die Schitzung von I3(CDU) um 20% verbessert werden kann, wenn zur Schétzung

nicht das Null-Modell sondern das Priadiktoren-Modell eingesetzt wird.
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Die Anpassungsgiite einer logistischen Regressionsschétzung kann auch durch eine Klassifizierung
prognostizierter Wahrscheinlichkeiten tiberpriift werden. Dieses Verfahren ist zwar intuitiv leicht
nachvollziehbar, ist aber dennoch nur mit Vorsicht einzusetzen. Im Verfahren selbst wird ermittelt,
wie viele der Personen, die in der Befragung eine Wahlabsicht zugunsten der CDU berichtet haben
(CDU-Wahlabsicht = 1), und wie viele der Personen, die eine Wahlabsicht zugunsten einer anderen
Partei berichtet haben (CDU-Wahlabsicht = 0), mit dem geschitzten Regressionsmodell aufgrund
ithres jeweiligen LR- und GEW-Wertes als potentieller CDU-Wéhler oder Nicht-CDU-Wihler
,»richtig” erkannt werden konnten. Dazu wurden alle Personen mit einem im Modell geschitzten P-
Wert zwischen 0,50 und 1,00 als mégliche CDU-Wiéhler klassifiziert, und alle Personen mit einem
geschitzten P-Wert unterhalb von 0,50 als mogliche Nicht-CDU-Wihler eingestuft. In unserem
Analysebeispiel konnen insgesamt 72,9% aller Befragten richtig klassifiziert werden (vgl. dazu die
in Abschnitt 3.4 abgedruckte SPSS-Ausgabetabelle). Je hoher der Anteil richtig klassifizierter
Befragter ist, umso grofler ist der Modellfit und damit auch die Modellgiite der entsprechenden

Regressionsschitzung.

Zur Bewertung der Trefferquote einer Regressionsschitzung (hier: 72,9%) kann der Prognoseerfolg
des Priadiktoren-Modells mit dem Prognoseerfolg des Null-Modells verglichen werden. Wie erin-
nerlich, werden im Null-Modell keine Pradiktoreneffekte geschétzt, sondern nur nach einer Kon-
stanten gesucht, die fiir das Regressionsmodell den hochsten Likelihood-Wert erbringt. In unserem
Beispiel betridgt der Prognoseerfolg des Null-Modells 68,9%. Die Trefferquote des Priddiktoren-
Modells liegt also nur 4% oberhalb des ohne zusitzliche Dateninformation geschétzten Null-
Modells. Das spricht auf den ersten Blick nicht fiir die Qualitdt des Pradiktoren-Modells. Jedoch
muss bei der Interpretation dieser Zahlen berticksichtigt werden, dass die Klassifizierung prognosti-
zierter Wahrscheinlichkeiten ein nicht sehr sensitives bzw. ein eher grobes Verfahren zur Bewer-
tung des Modellfits ist. Denn bei der Zuordnung von Ereignissen (Y=0/1) zu Wahrscheinlichkeiten
(13) bleiben alle Informationen im Schétzergebnis auller der p -Ausprigung ,,<0,5/>0,5‘ unberiick-
sichtigt. Auf diese Weise fiihrt z.B. sowohl ein Schitzergebnis von 0,51 als auch von 0,98 zur glei-
chen Prognose von Y=1. Bei der Wahrscheinlichkeitsklassifikation zur Ermittlung der Modellgiite
wird also nicht die gesamte zur Verfiigung stehende Schitzinformation ausgenutzt und insofern ei-
ne metrische Skala auf eine Nominal-Skala reduziert. Dementsprechend ist eine Bewertung des
Modellfits mittels einer Klassifizierung prognostizierter Wahrscheinlichkeiten nur sehr zuriickhal-

tend und stets in Kombination mit anderen Fit-Indizes vorzunehmen.
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3.3  Problemdiagnostik im logistischen Regressionsmodell

Die ML-basierte, bindr-logistische Regressionsanalyse ist storanfallig. So kann u.U. die Maximum-
Likelihood-Schitzung nicht konvergieren und zu keinem endgiiltigen Schitzergebnis fithren. Auch
kann die ML-Schitzung zwar u.U. konvergieren, dabei jedoch echer zweifelhafte
Parameterschidtzwerte erbringen. Aber auch bei normal ablaufender ML-Schétzung kénnen u.U. die
Ergebnisse einer logistischen Regressionsanalyse fehlerbelastet sein, weil mit den ausgewerteten
Daten bestimmte Modellannahmen der Analyse (z.B. die Linearitit der Beziehung zwischen dem
Logit von Pund den X-Pridiktoren) nicht einzuhalten sind. Im Folgenden soll deshalb auf einige
der hiufigsten Probleme bei Durchfiihrung von logistischen Regressionsanalysen aufmerksam
gemacht werden, und es sollen Tipps zum Umgang mit evtl. vorhandenen Problemen gegeben

werden.

Fallzahl

Die zu analysierende Stichprobe sollte moglichst umfangreich sein. Da die ML-Schitzer
asymptotisch konsistent und effizient sind, steigt auch die Qualitidt der Schétzergebnisse mit
zunehmender Fallzahl (vgl. dazu Abschnitt 2). Wie gro3 die Fallzahl sein sollte, um robuste
Schiatzwerte zu erhalten, ist nur schwer zu ermitteln und hédngt u.a. vom benutzten
Schatzalgorithmus sowie von diversen Modelleigenschaften (z.B. von der Pradiktoren-Anzahl) und
von gegebenen Datenstrukturen ab (z.B. von der Skalierung der Pradiktoren). Geringe Fallzahlen
erhohen die Wahrscheinlichkeit von Null-Zellen (s.u.) sowie von vollstdndiger Separation (s.u.) und
reduzieren die Teststidrke des Modells (vgl. Urban/Mayerl 2008: Kapitel 3.4.3). Eine Faustregel zur
Uberpriifung der Fallzahl bei kategorialen Modellvariablen besteht darin, in SPSS zwischen den
Variablen bivariate Kreuztabellen erstellen zu lassen (,,CROSSTABS /TABLES=x1 BY x2
/CELLS=COUNT EXPECTED.”). In diesen Tabellen sollten die erwarteten Zellhdufigkeiten

grofer als 1,00 sein und nicht mehr als 20% sollten kleiner 5,00 sein.

Y-Werteverteilung

Jeder der beiden Werte der abhidngigen, binomial skalierten Y-Variablen sollte zumindest von einer
kleinen Personengruppe der Stichprobe gewidhlt worden sein (Daumenregel: mindestens von ca.
10% aller Falle). Wird ein Y-Wert zu selten beobachtet d.h. ist die Varianz von Y sehr gering, kann
die ML-Schiatzung u.U. nicht konvergieren oder erzeugt unplausible Schitzwerte (vgl. die
Erlduterung zu ,,unvollstindige Information™). Zur Diagnose kann auch hier der unter Punkt
»Fallzahl” beschriebene Kreuztabellen-Test (diesmal mit Y- und X-Variablen) eingesetzt werden.

Bei extrem ungleicher Y-Werteverteilung muss ein anderes Design fiir Stichprobenziehung und
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Datenanalyse gewihlt werden (z.B. ein gematchtes Fall-Kontroll-Design, vgl. Hosmer/Lemeshow

1989: 1871Y).

unvollstandige Information

Fiir alle Werte-Kombinationen, die unter den im Regressionsmodell vertretenen Variablen mdglich
sind, sollte es eine ausreichende Anzahl von empirisch beobachteten Fillen geben. Wenn z.B. die
beiden Variablen ,,Geschlecht” (1/0) und ,,Parteimitgliedschaft” (1/0) in einem Modell vorkommen,
sollte es zu allen vier mdglichen Wertekombinationen (also zu: 1-1, 1-0, 0-1, 0-0) zumindest einige
Beobachtungsfille geben. Das Risiko von Null-Wertekombinationen ist durch Inspektion von uni-
und bivariaten Héufigkeitstabellen zu erkennen. Diese sollten keine Null-Zellen oder sehr schwach
besetzte Zellen aufweisen. Zur Diagnose kann auch hier der unter Punkt ,,Fallzahl” beschriebene
Kreuztabellen-Test eingesetzt werden. Sind viele Zellen mit geringen Fallzahlen vorhanden, sollten
diese durch Zusammenlegung von Variablenkategorien eliminiert werden. Schon eine Null-Zelle
kann dazu fiihren, dass die ML-Schétzung nicht konvergiert oder fehlerhafte Schitzwerte ausgibt.
Der beste Hinweis auf ML-Schétzprobleme ist ein iberméBig groB3 geschdtzter Standardfehler, der
sich sehr deutlich vom Schitzwert fiir den b-Koeffizienten unterscheidet (z.B.: b=12,3; SE=140,2).
Sollte dies der Fall sein, kommt als eine mogliche Ursache die Existenz von Null-Zellen in

Betracht.

vollstéandige Separation

Es sollte keine ,,vollstindige Separation” im Datensatz fiir eine binér-logistischen Regressions-
analyse bestehen, d.h. die Werte Y=1 oder Y=0 sollten nicht ausschlieBlich in Kombination mit
bestimmten X-Werten in der Stichprobe auftreten (z.B. sollte es keine X-Dummies geben, die fiir
Y=1 immer nur den Wert D=0 aufweisen). Ansonsten wéren die betreffenden X-Variablen perfekte
Préadiktoren fiir jedes Y-Ereignis und die ML-Schitzung konnte keine maximalen Likelihood-Werte
fiir die zu schitzenden Parameter finden. Begiinstigt wird eine vollstdndige Separation durch kleine
Fallzahlen (s.0.), durch eine stark ungleiche (unbalancierte) Y-Werteverteilung (s.o.) und durch eine
groBBe Anzahl von X-Variablen. Um das Risiko einer vollstdndigen Separation schon vor Beginn der
Modellschdtzung zu erkennen, sollten noch vor der Modellanalyse bivariate Kreuztabellen
zwischen den einzelnen X-Variablen und der Y-Variablen erstellt werden. Ist darin keine
vollstindige Separation zu erkennen, so ist diese zwar nicht mit Sicherheit auszuschlieBen, kann
dann aber noch in der Modellschidtzung durch unplausibel hohe Schitzwerte (insbesondere, aber

nicht nur, fiir einen oder mehrere Standardfehler) identifiziert werden.
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Multikollinearitat

Es sollten keine iibermdfig starken linearen Beziehungen zwischen den unabhidngigen X-Variablen
des logistischen Regressionsmodells bestehen (und erst recht keine vollstindigen Kollinearititen
vorhanden sein). Wenn dem so ist, wird die ML-Schétzung immer falsche, sehr hohe Standardfehler
und manchmal auch unzutreffend hohe Regressionskoeffizienten erbringen. Zum Test auf
Multikollinearitdt sollte mit allen Variablen des logistischen Regressionsmodells eine OLS-
Regression und sollten die von der OLS-Regressionsanalyse bekannten Tests durchgefiihrt werden
(vgl. Urban/Mayerl 2008: Kapitel 4.5). Bei diagnostizierter Multikollinearitdt konnen dann die
iblichen Strategien zu Beseitigung der Kollinearitdit der X-Variablen eingesetzt werden (u.a.
Bildung von Indices, Mittelwertzentrierung, Ausschluss von X-Variablen, vgl. Urban/Mayerl

2008).

Linearitat

In der logistischen Regression sollte eine lineare Beziehung zwischen dem Logit-Wert von p und
den X-Priadiktoren bestehen (vgl. Gleichung 11), wobei dies insbesondere fiir kontinuierliche bzw.
metrisch-skalierte X-Variablen gilt. In SPSS kénnen die Logits durch die Anweisung ,,COMPUTE
LOGIT = LN (PRE 1 / (1 — PRE 1))” berechnet werden. Dabei ist ,,PRE 1” die von SPSS
ausgegebene p -Variable (vgl. Abschnitt 3.4). Sodann kann mit der Y-Variablen ,,LOGIT* und den
X-Variablen ,,LR, GEW* eine OLS-Regression durchgefiihrt werden und die iiblichen Verfahren
zur Diagnose von Nicht-Linearitét eingesetzt werden (vgl. Urban/Mayerl 2008: Kapitel 4.3). Eine
weitere Strategie besteht darin, zusétzlich zu jeder metrischen X-Variablen eine Interaktionsvariable
durch Multiplikation der Original-X-Variablen mit ihrem natiirlichen Logarithmus zu bilden.
Werden diese Interaktionsvariablen ergdnzend in das Regressionsmodell hinein genommen,
signalisieren signifikante Interaktionseffekte nicht-lineare Beziehungen zwischen der Logit-

Variablen und den metrischen X-Priadiktoren.

Residuen-Unabhéangigkeit

Residuen-Unabhéngigkeit bedeutet, dass die Werte einer bestimmten X-Variablen nicht {iber die
Beobachtungsfille hinweg miteinander korrelieren und somit keine Autokorrelation besteht. Wenn,
wie unter Punkt , Linearitdt” dargestellt, in der logistischen Regression die Variable ,,LOGIT”
berechnet wird, kann eine OLS-Regression mit den Variablen ,,LOGIT, LR, GEW* durchgefiihrt
werden und konnen die von der OLS-Regressionsanalyse bekannten Verfahren zur Diagnose von
Autokorrelation eingesetzt werden (vgl. Urban/Mayerl 2008: Kapitel 4.7). Autokorrelation kann die
Schiatzwerte fir die Standardfehler fehlerhaft klein werden lassen und so falsche

Signifikanztestresultate erzeugen. Um dies zu korrigieren, kann bei vorhandener Multikollinearitét
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die Wald-Statistik (vgl. Abschnitt 3.4) durch Multiplikation mit einem Varianz-Inflationsfaktor
modifiziert werden (vgl. Tabachnick/Fidell 2007: 444).

Ausreil3er

Ausreifler sind Félle, bei denen sich beobachteter Y-Wert und prognostizierter P -Wert iiber-
durchschnittlich stark unterscheiden. Wenn der Anteil von Ausreiflerfillen an der Gesamtzahl aller
analysierten Fille hoch ist, hat das geschétzte Modell einen schlechten Modellfit. Auch die
Modellschidtzwerte konnen durch einen hohen Anteil von AusreiBerfdllen verzerrt werden. SPSS
stellt in der logistischen Regressionsanalyse nach entsprechender Anforderung (vgl. Abschnitt 3.4)
eine Vielzahl von Kennwerten zur Ausreifleranalyse zur Verfligung (u.a.. DFBETA, LEVER,
RESID, SRESID, ZRESID, LRESID; zur Interpretation dieser Statistiken vgl. Urban/Mayerl 2008:
Kapitel 4.1.1). Am héufigsten wird in der logistischen Regressionsanalyse das standardisierte
,Pearson Residuum” eingesetzt (in SPSS: ,,ZRESID”). Es wird berechnet als: RPearson; = (Yi— lsi) /
[ f’i (1—131 )] und sollte zwischen -2 und +2 liegen. Anders als bei der OLS-Regression sollte bei der
logistischen Regressionsanalyse sehr sorgfiltig tiberlegt werden, ob Félle mit groen Residual-
werten aus der Analyse ausgeschlossen werden miissen. Denn ihr Y-Wert betrigt ja immer nur ,,1¢
oder ,,0“ und ein groBles Residuum kommt nur dadurch zustande, dass die geschétzten X-Effekte flir

diese Falle nicht zutreffen.

unbeobachtete Heterogenitat und Koeffizientenvergleich

Ein héufig tbersehenes Problem bei der Interpretation der Ergebnisse von logistischen
Regressionen wird durch Einfliisse unbeobachteter Heterogenitét verursacht. Grundsdtzlich meint
unbeobachtete Heterogenitit, dass wichtige X-Variablen zur ,,Erkldrung® der Y-Variablen im
Regressionsmodell nicht beriicksichtigt wurden. Anders als bei der OLS-Regression konnen bei der
logistischen Regression jedoch auch diejenigen nicht-beriicksichtigten X-Variablen bedeutsame
Auswirkungen auf die Modellschdtzungen von b und exp(b) haben, die zwar einen Effekt auf Y
ausiiben, aber nicht mit den X-Variablen des Regressionsmodells korrelieren (r = 0,00). Dabei gilt,
dass die Richtung dieser Verzerrung stets bekannt ist: b und exp(b) werden immer unterschéatzt bei
unkorrelierter unbeobachteter Heterogenitét. Entsprechend fiihrt die Bertlicksichtigung von weiteren
X-Variablen im Regressionsmodell, die zwar einen Einfluss auf Y ausiiben, mit den anderen X-
Variablen aber unkorreliert sind, zu einer Erh6hung der b- und exp(b)-Koeffizienten der iibrigen X-
Variablen im Modell (vgl. zum Nachweis z.B. Mood 2010). Innerhalb eines Regressionsmodells
konnen b und exp(b) zwar weiterhin als relative Malle zum Vergleich der Einflussstirke von gleich
skalierten X-Variablen verwendet werden, da die Hohe der unbeobachteten Heterogenitit innerhalb

eines Modells fiir alle X-Variablen gleich hoch ist. Die absolute Hohe von b und exp(b) ist jedoch
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stets durch unkorrelierte unbeobachtete Heterogenitdt nach unten verzerrt. Vergleiche von b und
exp(b) zwischen Gruppen (z.B. ein Modellvergleich zwischen Frauen und Miénnern), zwischen
verschiedenen Modellen mit unterschiedlichen X-Variablen oder zwischen verschiedenen
Zeitpunkten sind hingegen mit grofer Vorsicht zu betrachten, da diese Vergleiche die (nicht
testbare!) empirische Giiltigkeit der Annahme voraussetzen, dass die unbeobachtete Heterogenitét
in allen Modellen bzw. Gruppen bzw. zu allen Zeitpunkten gleich hoch ist. Hat man fiir diese
Annahme keine triftigen theoretischen Argumente, so raten wir von einem einfachen Vergleich von
b und exp(b) zwischen Gruppen, Modellen mit unterschiedlichen X-Variablen oder verschiedenen
Zeitpunkten ab. In der Literatur werden verschiedene Verfahren vorgeschlagen, mit deren Hilfe
man versuchen kann, einen unverzerrten Koeffizientenvergleich zwischen unterschiedlichen
Modellen, Zeitpunkten oder Gruppen durchzufiihren (z.B. Allison 1999; Mood 2010). M&chte man
dennoch mit guten Griinden einen herkdmmlichen Gruppenvergleich durchfiihren, so sollten
zumindest so viele bedeutsame X-Variablen wie moglich als Kontrollvariablen in das Modell
aufgenommen werden, um den potentiellen Einfluss ungleicher unbeobachteter Heterogenitét zu
reduzieren. Mit den gruppenspezifischen unstandardisierten b-Koeffizienten (und deren
Standardfehlern) konnte dann genau dasselbe Testverfahren zum Gruppenvergleich durchgefiihrt

werden, das auch bei der OLS-Regression verwendet wird (vgl. Urban/Mayerl 2008: Kapitel 5.2.2).

In diesem Abschnitt wurden einige der schwerwiegendsten und haufigsten Probleme von ML-
basierten bindr-logistischen Regressionsanalysen vorgestellt. Ausfiihrlicher werden diese und noch
weitere Probleme sowie diesbeziigliche Diagnosestrategien beschrieben u.a. in: Fox 1984: 320-332;

Hosmer/Lemeshow 1989: 149-170; Menard 2002: 67-90; Vittinghoff et al. 2005: 188-195.

3.4 SPSS-Beispiel: Binar-logistische Regression

Im Folgenden werden wir die Durchfiihrung einer binir-logistischen Regressionsanalyse mit dem
Statistikprogramm SPSS erldutern. Dabei konzentrieren wir uns auf die Interpretation der

wichtigsten Tabellen, die SPSS bei einer logistischen Regressionsanalyse ausgibt.

Im SPSS-Beispiel werden die Daten und Variablen analysiert, die auch in den vorausgegangenen
Abschnitten zur Erlduterung der logistischen Regression benutzt werden. Die binomial (binér)
skalierte, abhidngige Y-Variable ,,CDU-Wahlabsicht” wird im Folgenden als ,,cdu” bezeichnet
(1=CDU-Wahlabsicht, 0O=keine CDU-Wahlabsicht). Die unabhingigen X-Priadikatoren sind:
,Links-Rechts-Selbsteinstufung” (Variable: ,Ir”, 1=links ... 10=rechts) und ,,Gewerkschafts-
mitgliedschaft” (Variable ,,gew”, 1=ja, O=nein).
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Wird die Syntax-Steuerung von SPSS benutzt, so sind zumindest folgende Befehlszeilen fiir eine
bindr-logistische Regressionsanalyse einzugeben:

GET FILE = ‘xxx.SAV".

LOGISTIC REGRESSION VARIABLES cdu

/METHOD = ENTER gew Ir

/PRINT=ITER(1)

/SAVE = PRED ZRESID DFBETA LEVER RESID SRESID ZRESID LRESID.

SAVE OUTFILE = ‘xxx.SAV*/KEEP = ALL.

Mit dem Zusatz ,/SAVE PRED ZRESID* werden, analog zum Syntax-Befehl der OLS-Regression
(vgl. Urban/Mayerl 2008: Kap. 4), zwei neue Modellvariablen gebildet: mit ,,PRED* erhélt man die
durch die X-Variablen prognostizierte Wahrscheinlichkeit P fiir die Wahlabsicht der Partei CDU
(neue Variable mit dem Titel ,,PRE 1), und mit ,,ZRESID* wird das standardisierte Pearson
Residuum in einer neuen Variablen (mit dem Titel ,,ZRE 1) abgespeichert. Damit kdnnen die in
Abschnitt 3.3 angesprochenen Berechnungen durchgefiihrt werden. Mit einer Erweiterung dieser
Befehlszeile in ,/SAVE = PRED ZRESID DFBETA LEVER RESID SRESID LRESID* konnen
weitere Kennwerte zur Ausreileranalyse (vgl. Abschnitt 3.3) angefordert werden. Mit dem Befehl
»GET FILE* ldsst sich ein Datensatz 6ffnen und mit ,,SAVE OUTFILE®“ mit den neu generierten
Variablen in einem neuen Datensatz abspeichern.

Im Folgenden werden Hinweise zur Interpretation nicht aller, aber der wichtigsten SPSS-

Ausgabetabellen bei einer binér-logistischen Regressionsanalyse gegeben.

BLOCK 0: Anfangsblock
Iterationsprotokoll

Iteration Koeffizienten
-2 Log-
Likelihood Constant
Schritt 0 1 3067,432 -, 757
2 3066,599 -, 796
3 3066,599 -,796

Im ,,Iterationsprotokoll” fiir den ,,Anfangsblock” wird mitgeteilt, dass die Maximum-Likelihood-
Schitzung des Null-Modells (Modell ohne Pradiktoren, nur mit a-Konstante) drei Schritte bendtigte
und dann beendet wurde, weil sich der Schétzwert fiir den a-Parameter (Constant) nur noch um
einen Betrag kleiner als 0,001 verdnderte (vgl. dazu Abschnitt 2). Der -2LL,-Wert betrégt nach dem
dritten und letzten Iterationsschritt 3066,599.
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BLOCK 1: Methode = Einschluf
Iterationsprotokoll

Iteration Koeffizienten
-2 Log-
Likelihood | Constant| GEW LR
Schritt 1 1 2719,034 -2,607 -,449 ,374
2 2686,329 -3,363 -,694 ,495
3 2685,712 -3,477 -, 750 514
4 2685,712 -3,480 -,752 515
5 2685,712 -3,480 -, 752 515

Im ,Iterationsprotokoll” fiir den ,Block 1”7 wird mitgeteilt, dass die Maximum-Likelihood-
Schitzung des Pradiktoren-Modells (Modell mit a-Konstante und zwei Pradiktoren) fiinf Schritte
bendtigte und dann beendet wurde, weil sich danach die Schétzwerte fiir die drei Parameter nur
noch um Betrdge kleiner als 0,001 verdnderten (vgl. dazu Abschnitt 2). Der -2LLp-Wert betrigt
somit 2685,712.

Omnibus-Tests der Modellkoeffizienten

Chi-
Quadrat df Sig.
Schritt 1 Schritt 380,887 2 ,000
Block 380,887 2 ,000
Modell 380,887 2 ,000

In der Tabelle ,,Omnibus-Tests der Modellkoeffizienten” wird das Ergebnis des Likelihood-Ratio-
Tests ausgegeben (vgl. dazu Abschnitt 3.2). Der Wert ,,380,887" in der Zeile ,,Modell* ist der G-
Wert, der durch die Subtraktion ,,(-2LLy) — (-2LLp)* entsteht (vgl. Gleichung 17). Dieser Wert ist
im Chi-Quadrat-Test hoch signifikant. Der Test hat zwei Freiheitsgrade (df), weil sich Null-Modell
und Préddiktoren-Modell um zwei zu schitzende Parameter (fiir die Effekte von LR und GEW)

unterscheiden.

Modellzusammenfassung

Cox &
-2 Log- Snell Nagelkerkes
Schritt Likelihood | R-Quadrat | R-Quadrat

1 2685,712 | ,143 ,201
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Die Tabelle ,,Modellzusammenfassung” berichtet noch einmal den -2LL-Wert des Pridiktoren-
Modells sowie die Werte der beiden Pseudo-R*-Koeffizienten zur Beurteilung des Modellfits (vgl.
dazu Abschnitt 3.2).

Klassifizierungstabelle

Beobachtet Vorhergesagt
cdu Prozentsatz
der
0 1 Richtigen
Schritt 1 cdu 0 1535 170 90,0
1 501 268 34,9
Gesamtprozentsatz 72,9

Die ,Klassifizierungstabelle” weist den Anteil von Personen aus, die mit dem Pridiktoren-Modell
hinsichtlich ihrer CDU-Wahlabsicht richtig klassifiziert werden konnten (vgl. dazu Abschnitt 3.2).
Das sind insgesamt 72,9% aller 2474 Befragten. Dabei konnten die Befragten mit einem CDU-Wert
von 0 (insgesamt 1535+170=1705 Personen) treffsicherer bestimmt werden (90,0 %) als die
Befragten mit einem CDU-Wert von 1 (insgesamt 501+268=769 Personen), die ,,nur” zu 34,9%
richtig erkannt wurden. Der Wert von 72,9% liegt liber dem Anteil von 68,9% richtig
prognostizierten Personen aus der Klassifizierungstabelle des Null-Modells (hier nicht abgedruckt)

(vgl. dazu Abschnitt 3.2).

Variablen in der Gleichung

Regressi-
onskoeffi- | Standard-
zient B fehler Wald | df [ Sig. |Exp(B)

Schritt 1  GEW -, 752 1721 19,044 1 ,000 471
LR 515 ,031| 275,137 1 ,0001 1,673
Konstante -3,480 ,180( 374,988 1 ,000 ,031

Die Tabelle ,,Variablen in der Gleichung” berichtet die Schédtzwerte der unstandardisierten partiel-
len Regressionskoeffizienten (B) und Effektkoeffizienten (Exp(B)) im Pradiktoren-Modell (vgl. da-
zu Abschnitt 3). Alle Schitzwerte sind hoch signifikant. Die Wald-Statistik ergibt sich aus: BY/SE~.
Die Wald- Statistik ist nicht t-verteilt, sondern Chi’-verteilt. Einen t-Test kann man aber leicht »per
Hand‘ durchfiihren, indem man entweder |B/SE| ermittelt oder die Wurzel aus der Wald-Statistik
zieht. Die Interpretation ist ansonsten mit dem t-Test identisch (vgl. Urban/Mayerl 2008: Kapitel
3.3.1und 3.4.1).
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